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№ 8 Дәріс.  Эмпирикалық тәуелдiлiктердiң қалпына келтiруiнiң 

аналитикалық әдiстерi. Ең кiшi квадраттардың әдiсi (2 сағат) 

 

Дәріс жоспары 

1. Эмпирикалық тәуелдiлiктердiң қалпына келтiруiнiң аналитикалық 

әдiстерi. 

2. Тәжiрибелi мәлiметтердiң сызықтауы 

3. Интерполяция және аппроксимация 

4. Тәжірибені өткізу. Тәжірибе нәтижелерін өңдеу 

 

1. Эмпирикалық тәуелдiлiктердiң қалпына келтiруiнiң 

аналитикалық әдiстерi 
 

Жағдайлары көпшiлiгiнде тап қалған тек қана кестенi функциясы 

немесе графиктер, бұл функция жуықтап суреттейтiн аналитикалық өрнек 

үшiн терiп алуға керек болады. Функциялық тәуелдiлiксiн кестенiң 

тәжiрибеден түрге немесе графика тапсырысқан суреттейтiн формулалар 

эмпирикалық формулалармен деп аталады. 

Тап қалған функциялар жақын жүрген адам сурет үшiн әдетте у = f (х) 

(жуытатын) аппроксимациялайтын функцияларды таңдайды  (х)  бұл 

функция талап ете нақтылы түр (холар )  (х)  (холар ) aдың хо кейбiр 

нақтылы интервалдағы (холар ) f (х)  қа өте жақын жақындатылды, бiрақ х 
> a ,х < b. 

Эмпирикалық формулалардың алдың бiрнеше қабылдауларында 

болады. 

 

а) Графиктердiң салыстыруы 

Бұл процесс екi бөлiкте ыдырайды: 

а) формуланың түрiн бастапқыда сайланады; 

б) осы функцияға жуықтау үшiн ең жақсы түрмен суреттелген 

параметрлердiң сандық мәндерi сонан соң анықталар едi. 

Егер формуланың түрiнiң алы үшiн қандай болмасын теориялық пiкiр 

болса, онда бос тұрулар өте тап қалған функцияның графигi бар олардың 

графикасы салыстыра iшiнен функциялық тәуелдiлiгуге әдетте таңдайды. 

Графиктердiң ұқсастығы өйткенi алдағыш көрсете алады, (ол көзге 

анықталады), параметрлердiң мәнi анықтаудан бұрын, теңестiрудi әдiс 

бойынша оның қолдануын мүмкiндiк тексеру керек.  

 

б) Теңестiрудi әдiс  



Ол төмендегiдей болады. Таңдаулы аппроксимациялайтын 

функцияларды басқа функция алу үшiн сайып келгенде өзгертедi, бiрақ 

тек қана сызықты. Мысалы, келесi тәуелдiлiгi боламыз: 

 

bxa

x
y


 . 

 

Осылай оны өзгертемiз: 

xbxyay  . 

Алмастыруды өндiрiп аламыз 
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Демек, тап қалған мәндер және холардың тиiстi мәндерi және Yлер 

үшiн жақын есептей, және олар суреттей график түрiнде ендi, хо және 

Yлердiң аралығында тәуелдiлiктi оңай бiрдену керек, және сызықты тиiстi 

нүктелер жуық шамамен төтеге қаптап жатады және таңдаулы формуланы 

жақындайды немесе жоқ бол. 

 

 

2. Тәжiрибелi мәлiметтердiң сызықтауы 

 

Ерекше рөлдiң сызықты ойна тәуелдiлiктерiнiң инженерлiк 

тәжiрибесiнде. 

Түзу теңдеу сияқты болады: 

 

у = ах + b 
 

мұндағы а және b  – тұрақты. 

Олар айқын геометриялық мағынасы болады: 

 b  – ординаталардың өстерi түзу кесiп тасталатын кесiндi, 

a   – ординаталардың өстерiне түзудi көлбеу бұрышының тангенсi. 

Төтесi нүктелер бойынша өте жай ғана және берiк жүргiзiледi. 

Сызықты емес функциялар сондықтан түзумен жұмыс артықшылықты 



пайдалану үшiн сызықты түрлердегi көрсетуге жиi ұмтылады. Бұл процесс 

сызықтаумен деп аталады. 
 

 

3. Интерполяция және аппроксимация 
 

Интерполяция - (кесте - кестелiк шама, графика үшiн - график түрiнде 

тәуелдiлiктер үшiн) осы облыстың шектерiне iзделiп отырған шаманың 

мәндерiнiң табылуы. 

Аппроксимация - белгiлi мәндердiң арасындағы табелге енгiзiлген 

шаманың мәндерiнiң қандай болса да нүктесiндегi табылу. 
 

4 Тәжірибені өткізу. Тәжірибе нәтижелерін өңдеу 
 

 

Тәжірибе жоспарын қабылдағаннан соң тәжірибенің өзіне 

көшеді.Оптимальдау параметрі (ОП) кездейсоқ шама болады, сондықтан 

тәжірибенің қатесі болады (қайта өндіріс қатесі).Бұл қатені тәжірибенің 

дисперсиясы сипаттайды   
 (ОП-ның дисперсиясы немесе тәжірибенің 

қайта өндіріс дисперсиясы       
  деп атайды) және паралельді тәжірибе 

арқылы бағалайды. 

Паралельді тәжірибелерді келесі бір тәсілдері бойынша 

ұйымдастырады: 1) ЖМ-жоспарлау матрицасында берілген тәжірибелерді 

бір рет өткізеді, ал негізгі деңгейде бірнеше  сермелі тәжірибе қойады; 2) 

ЖМ-ғы барлық тәжірибелерді қайталайды; 

3) ЖМ-ның кейбір тәжірибені қайталайды.Мұнда қайталау саны 

бірыңғай (біркелкі дубльдеу) және бірыңғай емес болад (біркелкі емес 

дубльдеу). 

Бірінше жағдайда дисперсияны келесі формула арқылы санайды: 

  
  

∑ (      ̅)
  

 

 
 

мұнда ,     негізгі деңгейдегі і-лі тәжірибенің нәтижесі; 

  ̅-негізгі деңгейдегі барлық nо тәжірибелердің орта арифметикалық 

мәні; 

 -еркін дәрежесінің саны 

  
 - мәнін анықтағанда адын-ала бір константаны    есептеуді талап 

етеді,сондықтанда оған бір еркін дәреже қажет. Сондықтанда берілген 

жағдайда  =no-1 

Ж.М. тәжірибенің біркелкі емес дубльдеуде қайталауда, алдымен 

қатар  дисперсияларының есептейді (әр жеке тәжірибенің дисперсиясы): 



   
  

∑ (       ̅)
   

 

  
 

Мұнда    - i-лі тәжірибенің   қайталау нәтижесі 

  ̅i –лі  тәжірибенің барлық niқайталауының орта арифметикалық 

мәндері; 

  -    
  i-лі қатар дисперсияның анықтағандағы  еркін дәрежесінің 

саны,          
Одан кейін тәжірибенің орта дисперсиесін анықтайды. 

  
  

∑      
  

 

∑   
 
 

 

Немесе басқа тәсілмен : 

  
  

∑ ∑ (      )
   

 
 
 

∑ (    ) 
 

 

 

 

Бұл формулаларды егерде дисперсиялар біртекті болса қолдануға 

болады, және ОП мәндері біріңғай  дәлдікпен анықталса. 

Біркелкі емес дубльдеуде бірқатар дисперсияның біртектігін  Бартлет 

критериясы бойынша есептелінеді.Алдымен В шамасын есептейді 

В=2,3026 (lgSy
2 ∑   

 
 -∑   

 
      

 ), мұнда -Sy
2
тәжірибе орта 

дисперсиясы; 

   

 -     еркін дәрежесі санымен анықталған,i-лі  тәжірибесінен 

құрылған дисперсиясы. 

Осы  В шаманың X
2
  критериясымен салыстырады, Қосымшадағы 

кестеден алынатын (Қосымша. I) мәнділік деңгейімен α және еркін дәреже 

санынан        байланысты, N- салыстырылатын дисперсияның саны. 

Дисперсия біртекті, егерде B<   α; N-1. 

Осы В шамасы әрқашан жеткілікті жоғары.Егер ол салыстырмалы 

болса, немесе шамасы көп болса     α; N-1 мәнінен , онда В формула 

бойынша анықтайды:      =
 

 
 , мұнда  C=

∑
 

  

 
 

 (   ) 
  және     α мәнімен қайта 

салыстырады. 

Біркелкі дубльдеуде  әрбір тәжірибенің қайталау саны  біріңғай  ni=m. 

Сондықтанда   жоғары  фоормуланы түрлендіргеннен  кейін 

  
  

(   )∑    

  
 

  (   )
 

келесі түрде болады: 

  
  

∑    

  
 

 
 



 
  

∑ ∑ (     )
 
 

 
 

 (   )

  

Соңғы  формулаларымен қолдану үшін, қайта бірқатар дисперсиясын 

біртектілікке тексеру қажет.Бұл тексерісті Кохрен критериясі бойынша 

іске асырады-максимальды дисперсияның барлық дисперсияның 

қосындысының қатынасы: 

  
     
 

∑    
  

 

 

Осы  G шамасын G- критерия мәнімен салыстырады, кестеден 

алынған α және еркін дәреже санынан f= m-1, тәжірибе санынан N  

байланысты. Дисперсия  біртекті деп саналады, егерде G<Gкесте (α     ). 
Егерде  дисперсия біркелкі емес болса, онда  ОП масштабын 

өзгертеді. Мұнда  Оп-ең кейбір функциясымен енгізіледі, мысалы түбір 

асты немесе логарифм. 

Жүйелі қателер әсерін жою үшін , сыртқы жағдайдан  болған 

(температура бақылауы дәл еместігінен, шикізаттың құрамының 

өзгеруімен,тәжірибе өткізгенде  әр –түрлі  адамдар қатысуымен т.б ), 

жоспарланған матрицалар  тәжірибелер кезінде  тізбектілік  ұсынылады. 

Тәжіррибені уақыт бойынша рандомизирлеу  қажет. Тәжірибені өткізу  

тәртібін кездейсоқ сандары кестесімен  орнатуға болады (қосымша 

3).Егерде, мысалы 16 тәжірибе өткізі қажет болса, онда кестенің 

кездейссоқ жерінен 1 ден 16 дейін сандарын жазып алады,16 –дан көп 

болған  сандар лақтырылады. Алынған  санның тізбектілігі  тәжірибелерді 

жүргізу  тізбектілігімен анықталады. Мысалға , төртінші  бағаннан  бастап, 

келесі тізбекті  алуға болады: 2;15;9;5;12;14;8;13;16;1;3;7;4;6;2;10. Сонда, 

бірінші  №2 тәжірибе  іске асырылады, екінші -№7 тәжірибе  және т.б. 

Тәжірибе аяқталған кейін регрессия коэффиценттері есептелінеді. 

Егерде  тәжірибе біркелкі емес  қайталанса, онда ЖМ  ортогональдігі 

жоғалады және алдындағы  коэффиценттерін  формулар  қолданылмайды. 

Бұл жағдайда  тік теңдеулер жүйесін шешіп МНК қолдану керек.Әрі қарай  

әрбір коэффиценттің  статистикалық мәнділігін тексереді екі тәсіл 

бойынша: 

   
  

  
 

 
 

 Формуладан барлық  коэффиценттер  дисперсті тек қана  тәжірибе 

қатесінен,санының N  және сондықтанда  бір –біріне тең: 

              

мұнда       - Стьюдент критериясының  кестелік мәні мәнділік 

деңгейі α, еркін  дәреже санынан байланысты    
   анықталған; 

   - регрессия  коэффиценттері  орта  квадратты қателігі  

    √   
  



Коэффицент статистикалық мәнді, егерде онын  абсалютті мәні 

сенімді интервалдан көп болса, немесе |  |     , |  |      . Сенімді 

интервал жоғары және төменгі шегімен беріледі :        ;       . 

Стьюдент t- критериясы бойынша тексергенде  формуламен 

қолданады: 

  
|  |

   
 

Есептегенt- критерия мәнін кестесі мәнімен салыстырады   және 

еркін  дәріжесі санына  байланысты коэффицент  мәнді егерде   
    (   ) 

Коэффицент статистикалық мәндіеместігі сәйкес фактірінің әсері жоқ 

екенін көрсетеді оның зерттеу интервалындағы өзгеруінде.Осындай 

коэффицент модельден шығарылады. 

Регрессия коэффицент есептеген соң және олардың мәндігін тексерген 

соң модельдің адекватілігінің  статистикалық болжамын тексереді. 

Адекваттік (жарамдылық)-модельдің кейбіт аймақты қажеті  

дәлдікпен  тәжірибе нәтижелерін алдын ала айту. 

Адекваттік болжамның F- китерия (Фишер критериясы) арқылы 

тексеріледі: 

  
   
 

  
 ⁄  

Знаменательде тәжірибе дисперсиясы   
 ,f1  еркін дәрежесі арқылы 

анықталған; чилительде – адекваттік дисперсиясы (қалдық дисперсиясы), 

келесі формула арқылы есептелінетін  

   
  

∑ (             )
 
 

  
 

Мұнда -           –i-лі  тәжірибедегі ОП –ныңсәйкес есептеген және 

тәжірибелік мәндері; 

        еркін дәрежесінің саны, тәжірибе санымен  N  және 

регрессия коэффиценттерінің r  айырмашылығы ретінде келтірілетін (bo) 

Мысалы,  2
3
ТФТ өткізілген және сызықты теңдеу алынсын 

y                  онда          

 Модельдің адекваттігінің болжамы қабылданады, егерде есептелген  

F – критерия мәні кестеліктен аспағанда  (қосымша 5)   мәнділік 

деңгейіндегі және еркін ұсталау дәрежесінде f1  және f2, немесе F 
      (        ) 

Осы формулалар жарамды, егерде ЖМ паралельді тәжірибе 

болмағанда. Егерде тәжірибелерді біркелкі қайталаса (мысалы m рет әрбір 

тәжірибеде), онда сәйкес дисперсияны келесі формула арқылы 

есептелінеді: 



   
  

  
 

  
     

  
 ∑ (            )

 
 

   
 

 Біркелкі емес дубльдеуде адекваттік дисперсияның келесі формула 

арқылы анықтайды: 

   
  

∑   (            )
 
 

   
 

Мұнда   i-лі  формуланың қайталау саны.  

Тәжірибенің әр түрлі дубльдеу варианттарын кестеде келтірілген. 

 Матрицаның бір қатарында қайталағанда ( 7-кесте, бұл қатардың 1 

индексі болады, қатардың таңдауы еркін) симметриялығы бұзылады, 

формулаға берілетін. Егер, уақытты үнемдеу үшін бір нүктеде параллельді 

тәжірибелер өткізілсе, онда ол нүктені жоспардың ортасын таңдап алған 

дұрыс, өйткені ортогональдігі бұзылмайды.  

 7- кестедегі соңғы нұсқа – жоспарға кірмейтін L тәжірибеден жеке 

сериясында қайталау.   Парпллельді тәжірибелер қойылмайды, ал 

тәжірибенің қатесі туралы ақпарат тәуелсіз көздерінен жойылады, мысалы 

басқадай зерттеулер басылымдардан.  

7- кестеде. Тәжірибелерді әртүрлі қайталауда квадраттар 

қосындысымен және еркін дәрежесінің сандары 

Шашылу көзі  Тәжіріибені 
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